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PINCEMENT DES SOUS-VARIE´TE´S EXTRINSE`QUEMENT
HOMOGE`NES DANS UN ESPACE EUCLIDIEN
PETER QUAST
Re´sume´. Soit une varie´te´ ferme´e M immerge´e dans Rm. Supposons
que le fibre´ trivial M × Rm = TM ⊕ νM soit muni d’une connexion
presque me´trique ∇˜ pre´servant presque la de´composition de M × Rm
en fibre´ tangent et normal. Supposons de plus que, par rapport a` cette
connexion, la diffe´rence Γ = ∂ − ∇˜ a` la de´rive´e usuelle ∂ dans Rm soit
presque paralle`le. Alors M admet une immersion dans Rm en tant que
sous-varie´te´ extrinse`quement homoge`ne.
Introduction
Dans le cas des varie´te´s riemanniennes abstraites, une proprie´te´ ge´ome´trique
est souvent localement caracte´rise´e par le paralle´lisme d’un certain tenseur.
Par exemple E´. Cartan a caracte´rise´ les espace localement syme´triques par
le paralle´lisme de la courbure riemannienne. Plus ge´ne´ralement, Nomizu
ainsi que Ambrose et Singer ont montre´ qu’un espace localement homoge`ne
posse`de une connexion me´trique ∇˜ par rapport a` laquelle la courbure rie-
mannienne et la diffe´rence entre la connexion riemannienne et ∇˜ sont par-
alle`les. La stabilite´ de ces caracte´risations a e´te´ e´tudie´e par Katsuda (cf. [3]).
Si nous passons aux sous-varie´te´s comple`tes connexes de l’espace euclidien,
une technique due a` Stru¨bing (cf. [8]) montre que des proprie´te´s globales de
la ge´ome´trie extrinse`que se laissent souvent globalement caracte´riser par le
paralle´lisme d’une certaine structure. Une sous-varie´te´ M de Rm est appele´e
extrinse`quement homoge`ne, si pour toute paire de points p et q il existe une
isome´trie de Rm qui envoie p sur q et qui laisseM invariant. Une sous-varie´te´
extrinse`quement homoge`ne de Rm est donc un orbite d’un sous-groupe du
groupe des isome´tries de Rm. Par analogie avec le the´ore`me de Nomizu,
Olmos [5] et Eschenburg [1] ont montre´ la caracte´risation suivante des sous-
varie´te´s extrinse`quement homoge`nes de Rm : une sous-varie´te´ ferme´e M de
R
m est extrinse`quement homoge`ne, si et seulement si le fibre´ trivial M ×
R
m = TM ⊕ νM admet une connexion me´trique ∇˜, appele´e connexion
canonique, satisfaisant
(1) ∇˜ pre´serve la de´composition M × Rm = TM ⊕ νM, c.a`.d. ∇˜ =
∇˜T + ∇˜⊥.
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(2) La diffe´rence Γ = ∂ − ∇˜ avec la de´rive´e usuelle ∂ de Rm est ∇˜-
paralle`lle.
Olmos et Sa´nchez [4] ont montre´ que si, de plus, ∇˜⊥ co¨ıncide avec la con-
nexion normale ∇⊥ induite par ∂, et si M est une sous-varie´te´ pleine, alors
M est une orbite d’une repre´sentation d’isotropie d’un espace syme´trique
semi-simple, aussi appele´e repre´sentation de type s, et vice-versa.
Si, de plus, la partie tangente de la connexion canonique est la connex-
ion riemannienne ∇, c.a`.d. si ∇˜ = ∇ ⊕ ∇⊥, alors M est extrinse`quement
syme´trique (invariante par les re´flexions par rapport aux espaces normaux)
dans Rm (cf. [2]).
Le re´sultat
SoitM(Λ, d, n,m, ε) l’ensemble des triplets (Mn, f, ∇˜) forme´s d’une varie´te´
ferme´e M de dimension n, d’une immersion f de M dans l’espace euclidien
a` m dimensions et d’une connexion ∇˜ de´finie sur M ×Rm = TM ⊕ νM, qui
satisfont aux conditions suivantes :
(1) Par rapport a` la me´trique induite, le diame`tre de M est majore´ par
d et la norme uniforme ||α||0 de la seconde forme fondamentale α est
majore´e par Λ.
(2) La connexion ∇˜ posse`de les proprie´te´s suivantes :
(a) La norme uniforme du tenseur Γ = ∂ − ∇˜ est majore´e par Λ.
(b) La norme uniforme des tenseurs suivants est majore´e par ε :
– ∇˜g, ou` g est la me´trique usuelle sur M × Rm,
– α˜, ou` α˜(X,Y ) = (∇˜XY )
⊥, X, Y ∈ TpM, p ∈M,
– ∇˜Γ.
Notons que les conditions mentionne´es au premier point donnent lieu a` une
borne infe´rieure du rayon d’injectivite´ et du volume deM (cf. [6]) et excluent
ainsi l’effondrement.
The´ore`me ([7]). Il existe une constante ε, de´pendant de Λ, d, n et m telle
que, si un triplet (Mn, f, ∇˜) est dans M(Λ, d, n,m, ε), alors M admet une
immersion dans Rm en tant que sous-varie´te´ extrinse`quement homoge`ne.
Aperc¸u de la de´monstration. La de´monstration est inspire´e des me´thodes
utilise´es par Katsuda (cf. [3]) dans le cas des varie´te´s homoge`nes abstraites.
Supposons par contraposition que pour chaque entier positif i, il existe un
triplet (Mi, fi, ∇˜i) dans M
(
Λ, d, n,m, 1
i
)
, tel que les Mi ne se re´alisent
pas comme sous-varie´te´ extrinse`quement homoge`ne dans Rm. A` l’aide du
the´ore`me de convergence de Gromov et du the´ore`me d’inclusion des es-
paces de Ho¨lder, nous construisons une varie´te´ limite M et une immersion
f de classe C1 de M dans Rm. Le the´ore`me d’Arzela`-Ascoli nous donne une
connexion continue limite ∇˜ sur M × Rm. La perte de re´gularite´ lors du
passage a` la limite ne nous permet pas de conclure directement que ∇˜ est
une connexion canonique. Pour relever ce de´fi, nous construisons, e´galement
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a` l’aide d’un processus limite, les isometries ne´cessaires en utilisant le trans-
port paralle`le. Ceci nous permet de de´duire que f(M) est extrinse`quement
homoge`ne. Une de´monstration de´taille´e se trouve dans [7].
Remarque. Bien que f ne soit a` priori que de classe C1, f(M), e´tant ex-
trinse`quement homoge`ne, est une sous-varie´te´ lisse de Rm.
Corollaires. Ce the´ore`me admet des corollaires analogues dans le cas des
orbites des repre´sentations de type s ainsi que dans le cas des sous-varie´te´s
extrinse`quement syme´triques. Dans le premier cas, nous montrons que l’im-
mersion limite f est meˆme de classe C2 et donne donc lieu a` une connexion
normale usuel ∇⊥, qui est continue. De plus, nous utilisons le fait que les or-
bites pleines des repre´sentations de type s sont les varie´te´s dont le transport
paralle`le normal le long d’une courbe est donne´ par une isome´trie euclidienne
qui laisse f(M) invariante (cf. [4]).
Le the´ore`me analogue pour les sous-varie´te´s extrinse`quement syme´triques
des espaces euclidiens se trouve dans [6]. Dans ce cas, on ne suppose plus
l’existence d’une connexion supple´mentaire ∇˜, mais uniquement que la sec-
onde forme fondamentale soit presque paralle`le. De plus, on ne doit plus
construire des isome´tries, car elles sont donne´es par les re´flexions par rap-
port aux espaces normaux.
Remerciements. J’adresse mes remerciements a` J.-H. Eschenburg et a`
P. Ghanaat pour leur aide et leurs suggestions lors de la pre´paration de ce
re´sultat.
Re´fe´rences
[1] J.-H. Eschenburg, Parallelity and extrinsic homogeneity, Math. Z. 229 (1998), 339
- 347
[2] D. Ferus, Symmetric submanifolds of Euclidean space, Math. Ann. 247 (1980), 81
- 93
[3] A. Katsuda, A pinching problem for locally homogeneous spaces,
J. Math. Soc. Japan 14(1) (1989), 57 - 74
[4] C. Olmos, C. Sa´nchez, A geometric characterization of the orbits of s–
representations, J. Reine Angew. Math. 420 (1991), 195 - 202
[5] Olmos, C., Isoparametric submanifolds and their homogeneous structures.
J. Diff. Geom. 38 (1993), 225 - 234
[6] P. Quast, A pinching theorem for extrinsically symmetric submanifolds of Euclidean
space, Manuscr. Math. 115 (2004), 427 - 436
[7] P. Quast, Almost extrinsically symmetric submanifolds of Euclidean space, Preprint
Universite´ de Fribourg (de´c. 2004)
[8] M. Stru¨bing, Symmetric submanifolds of Riemannian manifolds, Math. Ann. 245
(1979), 37 - 44
De´partement de mathe´matiques, Universite´ de Fribourg, Suisse
E-mail address: peter.quast@unifr.ch
Current address: Institut fu¨r Mathematik, Universita¨t Augsburg, Allemagne
E-mail address: peter.quast@math.uni-augsburg.de
